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1. Bei der Untersuchung der Veränderungen, die bei einem 
vorgelegten Kurbelmechanismus hinsichtlich der Gestalt der 
Koppelcurve eintreten, wenn. der beschreibende Punkt in der 
Koppelebene wandert, erlangen drei bestimmte Curven dieser 
Ebene eine ausschlaggebende Bedeutung, nämlich die Polcurve p, 
die Uebergangscurve 4 — 4.1. der Ort der Systempunkte, 
welche Koppelcurven mit einem Selbstberührungspunkt erzeugen 
— und der Ort и der Ball’schen Punkte, 4. h. derjenigen 
Systempunkte, deren Bahnen einen Flachpunkt (Undulationspunkt) 
besitzen. Denn jede Koppelcurve hat im Allgemeinen drei end- 
liche Doppelpunkte; davon geht jedesmal einer in eine Spitze 
über, falls der beschreibende Punkt auf p liegt, und an Stelle 
dieser Spitze tritt ein isolirter oder ein Knotenpunkt, wenn der 
Systempunkt in der nächsten Umgebung des vorigen, aber ausser- 
halb р auf der einen oder der entgegengesetzten Seite von р 
gewählt wird. In analoger Weise theilt die Curve q die Koppel- 
ebene in zwei Gebiete, so dass den Punkten des einen Koppel- 
curven mit drei reellen Doppelpunkten, denen des anderen solche 
mit einem reellen und zwei conjugirt imaginären Doppelpunkten 
zukommen!) . Nimmt man endlich in der Nähe von и, aber auf 
entgegengesetzten Seiten dieser Curve, zwei Systempunkte an, so 
unterscheiden sich ihre Bahncurven dadurch von einander, dass 
die eine zwei (reelle) Inflexionspunkte mehr besitzt als die 
andere?) Durch die Curven р, g, и wird die Koppelebene in 
eine Anzahl von Feldern zerlegt, und dann ist klar, dass alle 
Punkte desselben Feldes Koppelcurven beschreiben, die hinsicht- 


1) Ueber die Doppelpunkte der Koppelcurve, Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. 1889, S. 303 u. 372, sowie 1891, S. 69. — Ueber die Gestaltung der 
Koppelcurven für besondere Fälle des Kurbelgetriebes, daselbst 1891, S. 11. 
— ?) Ueber die angenäherte Geradführung mit Hülfe eines ebenen Gelenk- 
vierecks, daselbst 1898, S. 36. — Allievi, Cinematica della biella piana, Napoli 
1895, p. 59. 
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lich ihrer Doppel- und Inflexionspunkte, also überhaupt hinsicht- 
lich ihrer Gestalt, denselben Charakter aufweisen. 

Die Curven р und и sind für jeden vorgelegten Kurbel- 
mechanismus leicht zu construiren, indem man die Bewegung 
umkehrt, also bei festgehaltener Koppelebene für beliebig viele 
Lagen des ursprünglich festen Gliedes die Pole und die Ball’- 
schen Punkte ermittelt!) Man erhält sie ferner als die beiden 
Einhüllenden aller in der Koppelebene liegenden Kreise, die im 
Verlauf der Bewegung der Reihe nach zu Wendekreisen werden. 
Bezüglich der Curve p liegen für specielle Fälle des Kurbel- 
mechanismus auch bereits einige analytische Untersuchungen 
vor 2); wir vervollständigen sie im ersten Theile dieser Arbeit, 
indem wir uns vor Allem mit dem allgemeinen Fall eingehend 
beschäftigen. Im zweiten Theil wenden wir uns zu der bisher 
überhaupt noch nicht behandelten Curve и, beschränken uns 
aber in der Hauptsache auf zwei besonders einfache Fälle des 
Gelenkvierecks. Dabei wollen wir и zur Abkürzung des Aus- 
drucks als die Flachpunktcurve der Koppelebene bezeichnen. 

Von der Uebergangscurve 4 kennen wir bisher zwar eine 
Reihe geometrischer Eigenschaften, doch fehlt es noch an einem 
Verfahren, um diese Curve, analog wie р und и, ihrer Definition 
entsprechend punktweise zu construiren. Diese Lücke soll im 
dritten Theile ausgefüllt werden, indem gezeigt wird, wie man 
für jede Koppellage die Systempunkte findet, die augenblicklich 
einen Selbstberührungspunkt ihrer Bahn durchschreiten. 


L Die Polcurve р. 


2. In Fig. 1 bedeutet 4B BA ein beliebiges Gelenkviereck 
mit dem festen Glied AB; die Verlängerungen der Arme AA 
und BB schneiden sich im Pol $ der gezeichneten Koppellage 
А В. Setzen wir AA = а, ВВ =6, AB — с, AB =d АЗ — ғ, 
BWP = s, so ergiebt sich 

') Bezüglich der Construction des Ball’sshen Punktes vergleiche: 
Beiträge zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 
1897, S. 259. — *) Roberts, Оп the motion of a plane under certain 


conditions, Proceedings of the London Mathematical Society III, р. 312; 
On the pedals of conic sections, daselbst, р. 94. 
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rs ОСЬ ^ 
mithin 
(a) (s--0) (4o — e) — rs (r+ a)? + (s +b) — d) = 0 


oder 
ab (r? + s? — c?) — (a? + 0° + c? — d?) rs — as (r? — s? + с?) 
— br (— ?+2+9)=0 .. . . . (1) 
Fig, 1. 
Die letzte Gleichung gilt für die Pole aller p 
Koppellagen, doch haben wir dabei das Vor- R 
zeichen von r oder s in das entgegengesetzte zu E 
verwandeln, wenn in der jeweilig betrachteten age 
Figur der Punkt $} auf derselben Seite von A PERS 
oder В liegt, wie der Punkt И bezw. B. Für ,, S 
jeden Punkt der Polcurve yp genügen also die 
Coordinaten r und s entweder der Gleichung (1) « 
oder einer der drei folgenden Gleichungen 


A d B 
ab (r? + 82 — c?) + (а? + b? + c? — d?) rs — аз (r? — s? e 
For (= = =0.:.,.. DÉI 
ab (r2 + s? — c?) + (a? + 0? -- c? — d?) rs + as (r? — s? 0) 
— br Le Et éi kb elef, nu um (9) 
ab (r2 + s? — c?) — (a? + b? + c? — d?) rs + аз (r? — s? + c?) 
4 br (= r*--s53--e)-z-0 . . . . (4) 
Multiplieiren wir (1) mit (4), (2) mit (3) und hierauf diese 
beiden Producte mit einander, so erhalten wir die Gleichung 
der Polcurve p in der Form 
[аё 6? (72 + $2 — 62)? + (a? +2 +0 — d?)? ү? $2 
— а? 5? (72 — 8? + c? — р? ү? (— y2 + gi + 62)? |2 
Zi 4 426272 5? | (a? + b2 + pa a 4?) (r? E Balz 63) 
e 4 (M — Leit Lat 0)]*— 0 (5) 


[a2b2 (72 + ga ai 62)? a (a? + b2 + c — 2)? ү? 5 p? 

+ (a? 82 (72 2.99 + c2)2 — р? у? (— y2 —- 8? + 62)2 }2 
— 2 a? v? | (a2 b? + c? — d?) s2 (r2 — s? + c2) + b2 (r2 + $2 — с?) - 
(— r2 + 824 с?) }* — 262 82 ( (a? +b? + c2? — а?) r? (— r? s? + c?) 
+ a(r? + s? — e) (r? — s? + с?) 3 = 0. . . (6) 


oder 
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Bezeichnen wir ferner mit х und у die rechtwinkligen 
Coordinaten von $ für A als Anfangspuukt, AB als positive z-Achse, 
во wird r? = 22 + y3, s2 = (e — a» +9, я e 
—2(z*--y— сх), т? — 2 + e? = 201, — * +8 + с? 
= 2c(c — x), und wir erkennen sofort, dass p im Allgemeinen 
eine Curve achter Ordnung ist. Sie ist symmetrisch in 
Bezug auf die Gerade АБ. 

Durch Vertauschung von c und d verwandeln sich (5) und (6) 
in die Gleichung der Polcurve für die umgekehrte Bewegung, 
d. В. der Polbahn x in der Ebene des festen Gliedes d. 


3. Um zunächst die Beziehungen der Polcurve zu den 
imaginären Kreispunkten zu ermitteln, bestimmen wir ihre 
Schnittpunkte mit dem Geradenpaar 


(x — m)? + у? = 0, 
setzen also in (6) r? = m (2% — т), s? = (m — с) (22 — m — c), 
wobei m vorläufig jeden beliebigen Werth haben kann. Hier- 
durch ergiebt sich eine Gleichung sechsten Grades in x, und 
zwar bekommt das Glied mit xë, welches ausschliesslich vom 
zweiten Klammerausdruck geliefert wird, den Factor 
64 ct [(a? — bäim — а?с]?. 
Dieser verschwindet nur für 
ве. 
42 cns 
dann geht aber der Factor von 2° über in 
(c? "e d2)2 
(a? — 02)? 3 
bleibt also im Allgemeinen von Null verschieden. Wir schliessen 
hieraus, dass die Polcurve die imaginären Kreispunkte 
im Allgemeinen zu Spitzen hat. Die zugehörigen imaginären 
Tangenten schneiden sich auf AB in einem reellen Bunkte F, 
a? c 


dem Focalcentrum von p, mit der Abscisse АР = ——, - 
а: — bp? 


у 


— 128 at b4 e» 


2 
Kane UNA IQ ME 
a? — b? 
centrum die Koppelstrecke AB aussen im Verhältniss 
a? : b?, 


ist, so theilt das Focal- 
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Specielle Fälle. Ist c = d, so verschwindet in der Gleichung 

für x auch der Factor von zë, und das folgende Glied verwandelt sich in 
4 hå 48 

14 н x*. Dieimaginären Kreispunkte sind also als Selbstberührungs- 


punkte der Polcurve aufzufassen; jeder von ihnen zählt für zwei unendlich 
benachbarte Punkte in der Geraden, die ihn mit dem Punkte F verbindet. 
— Sind die Arme a und b einander gleich, so wird F unendlich fern. Die 
imaginären Kreispunkte behalten dann den Charakter von Spitzen der Pol- 
curve, aber mit der unendlich fernen Geraden als Tangente. 


4. Neben den imaginären Kreispunkten besitzt die Curve р 
vier weitere unendlich ferne Punkte. Construiren wir in 
Fig. 1 p in der Weise, dass wir das Glied AB festhalten und 

Fig. 2. für verschiedene Lagen von AB die Pole er- 
mitteln, so ergeben sich die unendlich fernen 
Punkte von p aus denjenigen Lagen von AB, bei 
denen AA || ВВ ist. Um sie zu finden, zeichnen 


Fig. 8. 


wir über AB das Dreieck А BY mit den Seiten A M — а + b, 
ВХ — d (Fig. 2), sowie das Dreieck ABR mit den Seiten 
АЎ = a— b, BR = а (Fig. 3. Verstehen wir in beiden 
Figuren unter H den Schnittpunkt von AB und AB und machen 
auf A В die Strecke А 6 entgegengesetzt gleich ВУ, so gehen 
durch den Punkt © jedesmal zwei Asymptoten von p, die eine 
bezw. parallel zu AM oder AN, die andere symmetrisch dazu 
in Bezug auf AB. Dann ist 

AS. Ho нб 

B6 — 49 "a 
d.h. die Asymptoten theilen die Koppelstrecke Ab 
innen und aussen im Verhältniss bro 

Die vier Asymptoten von p können theilweise oder sämmt- 

lich imaginür sein. Die in Fig. 2 angedeutete Construction ist 


nämlich nur ausführbar, wenn das Dreieck ABM möglich ist, 
d. h. für 


a+b<c+d (1). 
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Ebenso ergiebt sich aus Fig. 3 für die Existenz des zweiten 
Asymptotenpaares die nothwendige und hinreichende Bedingung 
la —b|D>|c—d | (П). 
Die Figuren 2 und 3 bestimmen gleichzeitig die Asymptoten 
der Polbahn x; die Curven p und л besitzen demnach immer 
gleich viel Asymptoten. 


Diese Realitätsverhältnisse stehen in unmittelbarem Zu- 
sammenhang mit der üblichen Eintheilung der Kurbelmechanismen, 
an die wir zunächst kurz erinnern wollen. Man spricht be- 
kanntlich von einem Doppelkurbel-, Schwingkurbel- oder Doppel- 
schwingmechanismus, je nachdem von beiden Armen а und 6, 
oder nur von einem, oder von keinem Arm volle Umdrehungen 
in der Ebene des festen Gliedes ausgeführt werden können. 
Bei einem Doppelschwingmechanismus schwingen entweder beide 
Arme zwischen je zwei Grenzlagen, die in Bezug auf das feste 
Glied symmetrisch sind, oder alle Bewegungsvorgänge finden 
zunächst nur auf einer Seite des festen Gliedes statt, so dass es 
einer Oeffnung des Gelenkvierecks bedarf, um die Koppel auf 
die entgegengesetzte Seite zu bringen. Wir unterscheiden diese 
beiden Fälle bezw. als Doppelschwingmechanismus erster und 
zweiter Art. Ist ferner bei einem Gelenkviereck die Summe des 
grössten und kleinsten Gliedes kleiner als die Summe der beiden 
anderen Glieder, so erhalten wir einen Doppelkurbel-, einen 
Schwingkurbel- oder einen Doppelschwingmechanismus zweiter 
Art, je nachdem wir das kleinste Glied, oder eines der beiden 
ihm benachbarten Glieder, oder das gegenüberliegende Glied 
feststellen. Ist dagegen die Summe des grössten und kleinsten 
Gliedes grösser als die Summe der beiden anderen, so entsteht 
auf alle Fälle ein Doppelschwingmechanismus erster Art. Der 
singuläre Fall, in welchem die genannten Summen einander 
gleich sind, möge vorläufig ausgeschlossen bleiben. (Vergl. Art. 7.) 


Wir wollen nun zunächst voraussetzen, der bisher betrachtete 
Kurbelmechanismus sei ein Doppelkurbelmechanismus. Dann ist 
d das kleinste Glied, also entweder die Koppel c, oder einer der 
Arme, etwa а, das grösste unter sämmtlichen Gliedern. Im 
ersten Falle ist nach Voraussetzung c +-d <a + b und 
c — d œ | a — b | ; die Bedingungen I und II sind also nicht 
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erfült, d. h. die Curven p und z besitzen überhaupt keine 
reellen Asymptoten. Zu demselben Ergebniss gelangen wir im 
zweiten Falle; dann ist nämlich nach Voraussetzung a 4- d < b + c, 
also а — b < ec — d und c +A «a -- 0. Machen wir jetzt 
das Glied AB fest und AB beweglich, so entsteht ein Doppel- 
schwingmechanismus zweiter Art mit z als Polcurve und p als 
Polbahn, und wir erhalten somit den Satz: Bei jedem Doppel- 
kurbelmechanismus und bei jedem Doppelschwing- 
mechanismus zweiter Art sind die Asymptoten von Pol- 
curve und Polbahn sämmtlich imaginär. — In analoger 
Weise ergiebt sich: Bei jedem Schwingkurbelmechanismus 
haben Polcurve und Polbahn vier reelle Asymptoten; 
dagegen sind im Falle des Doppelschwingmechanismus 
erster Art immer nur je zwei dieser Asymptoten reell. 


9. Die Endpunkte A4 und B der Koppelstrecke sind 
Brennpunkte und zugleich vierfache Punkte der Pol- 
curve. Setzen wir nämlich in Gleichung (5) r? = 0, so folgt 

(s? es b2)2 (s? s с2)* ==; 
von den beiden Geraden r2 — 0, welche die imaginären Kreis- 
punkte mit A verbinden, berührt also jede die Curve p in einem 
Fig. 4. 


Fig. 5. 
A s 
p S 
A B B 
A B B 


Punkte des Kreises s? — $2 und hat in A mit p vier zusammen- 
fallende Punkte gemein. Dass p in A einen vierfachen Punkt 
besitzt, ist auch geometrisch unmittelbar ersichtlich, denn bringen 
wir das Glied АВ in eine solche Lage, dass der Punkt В in die 
Gerade AB fällt, so ist der zugehörige Pol identisch mit А. 
Dann ist AB entweder — с + b, wie in Fig. 4, oder = c — b, 
wie in Fig. 5, und zu jeder von beiden Lagen des Punktes B 
gehören zwei in Bezug auf А В symmetrische Lagen des Gliedes 
AA. Diese sind die vier Tangeten von p im Punkte A. 

Damit nun Fig. 4 überhaupt móglich und demnach das eine 
Tangentenpaar von p reell sei, muss 
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b+ce<a+d (III) 
sein, und für Fig. 5 lautet die analoge Bedingung 
d—ce|<ja—d| (IV). 
Ebenso ist im vierfachen Punkte B das eine Tangentenpaar 
reell für 
a+tce<b+d (V) 
und das andere für 
ae > |o d Eus (M. 


Untersuchen wir jetzt die verschiedenen Arten des Kurbel- 
mechanismus hinsichtlich der Realität der betrachteten Tangenten 
und beginnen wieder mit dem Falle des Doppelkurbel- 
mechanismus, so ist d das kleinste Glied. Ist dann die 
Koppel с das grösste Glied, mithin с + d < а- b, so bestehen 
zwischen den vier Gliedlängen a, 6, c, d jedenfalls die Be- 
zehungen b+c>a+td,.ce—b<a—d, a+ce>b+d 
und e — a — b — d. Andererseits führt die Annahme, dass 
einer der Arme, z. B. a, das grósste Glied sei, zu den Un- 
gleichungen a + d < b -e&,a—d7»|5—ce|,a--e5--d 
und а — c < b — d; den Bedingungen (Ш) bis (VI) wird also 
in beiden Fällen nicht genügt, d. h. die Tangenten der Pol- 
curve p in A und В sind sämmtlich imaginär. 

Werden dieselben Ueberlegungen auf einen Doppel- 
schwingmechanismus zweiter Art angewendet, so zeigt sich, 
dass dann die Polcurve in jedem der Koppelendpunkte vier 
reelle Tangenten hat. Diese Curve ist aber die Polbahn 
für den Doppelkurbelmechanismus, der durch Umkehrung der 
Bewegung aus dem zuletzt betrachteten Mechanismus hervorgeht, 
d. h: Bei jedem Doppelkurbelmechanismus sind die 
Tangenten der Polbahn in den Endpunkten des festen 
Gliedes sämmtlich reell. 

Im weiteren Verlauf der Untersuchung gelangen wir durch 
wiederholte Anwendung der bisherigen Schlussweise noch zu 
folgenden Ergebnissen: Bei jedem Schwingkurbelmechanis- 
mus haben Polcurve und Polbahn im Endpunkte des 
grösseren Armes (der Schwinge) vier reelle, im End- 
punkte des kleineren Armes (der Kurbel) vier imaginäre 
Tangenten. Bei jedem Doppelschwingmechanismus 
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erster Art besitzen beide Curven in jedem ihrer vier- 
fachen Punkte zwei reelle und zwei conjugirt imaginüre 
Tangenten. 


6. Weitere Doppelpunkte der Polcurve. Aus Glei- 
chung (5) ergiebt sich sofort, dass p die Schnittpunkte der Curven 
а? Б? (72 nz 82 — с2)2 = (a? + р? — (d ЕЕЕ d2)2 y? 52 
— а? 82 (72 — 82 + c2)? — 6272 (— y? + 52 + e) = 0 

und 
(++ od) (P? 4- s — e) (0 — st 4- e) — rp st p ey 
zu Doppelpunkten hat. Wir bedienen uns nun wieder recht- 
winkliger Coordinaten mit A als Anfangspunkt, А В als z-Achse, 
schreiben also die beiden letzten Gleichungen in der Form 
4 a? Di (a 4-2 ca) +(a+b2+0-d2 (2+ y?) e ali р) 
— taea (e — 2? jp) — 4020004) (0:0) 0 (N) 
und 
(a? -- b? + c? — d?) (x? + y? — ex) + 2 (ce — x) — 0 (8). 
Gleichung (7) stellt eine circulare Curve vierter Ordnung 
dar mit Doppelpunkten in A und B, (8) einen Kegelschnitt mit 
der Hauptachse А В; beide Curven schneiden sich also ausser in 
A und В noch in zwei Punktpaaren Cı, D, und С,, Da, deren 
jedes in Bezug auf AB symmetrisch ist. Setzen wir zur Ab- 
kürzung 
a? + 62 + с? — а? = mw? 
so folgt aus (8) 


п (22 + у? — ez) = — 2e x(c — x), 
12 (23 + y?) = — сх (2e(c — x) — т, 
n*((e а) + ys] = — e(e — 2) (262 — m); 


demnach geht Gleichung (7), unter Weglassung des Factors 
c? æ (с — x), über in 

16a?5?c?z(e — x) + nt (2e(c — x) — n?) (2ex — n?) 
+ 4a2cn?2x(2cx — п?) + 402 ст? (с — x) |2c(e — 4) — n?) = 0 
oder 

[2 в (1? — 2a?)x + т? (п? — 26?) | 
(ien? — 262) (с — x) + n? (n? — Zeil = 0. 

Hieraus ergiebt sich für die Doppelpunkte С, und D, der 

Polcurve | 


NST у 
> Ze 
7 BIBLIOTEKA 
A T 


x ai du 


n?(n? — 262)  (a?--b?-]- c? — d?)(a? + b? — c? — d?) 
«.9c(n!—2a2) ` 2c(a? — b? — c? + d?) 
und für die Doppelpunkte C, und D, 
n? (n? — 2 c?) 
— dem 20) 
_ (a3 +b? + e? — d?) (a? $? — c? — d?) 
Ke 2с(— а +b — e--d») 7 
Damit sind aber noch nicht alle Doppelpunkte von p er- 
mittelt. Multipliciren wir nämlich in Artikel 2 zunächst Glei- 
chung (1) mit (2) und (3) mit (4), so finden wir die Gleichung 
von p in der Form 
fa? b2 (r? + ei — 62) — 7472 $2 d. a? s? (r? 2-99 ER 62)? 
— b2 y? (— y? E 82 + c2)? |2 a 4 b? s? (n? r? (— y2 + 5 + c?) 
4 а? (72 + B pene c?) (r? xs (8% zu 62) }? = ©. 
und hiernach sind Doppelpunkte von р auch die Schnittpunkte 
der Curven 
a? b? (72 — 82 — (2)? — ntr? 52 — a? 82 (7? об -L 62)? 
— 6212 (— r? + 82 + eg = 0 
und 


n? r? (— 72 +2 + c?) + а? (r? +2 — с?) (77 — s? + с?) =0 
одег 
4 a? b? (a? + y? — ca BER nt (x? — y?) { (с — a) + y?! 
+ 4120232 { (с — x)? + y?) — 4626? (c — х)? (x2 + у?) — 0 


und 
п? (с — x)(x? + y?) + 2a?z(a? + у? — cx) = 0. 

Die erste dieser Gleichungen reprüsentirt .eine circulare 
Curve vierter Ordnung mit Doppelpunkten in А und В, die 
zweite eine circulare Curve dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte in A und einem einfachen Punkte in В; wir erhalten 
demnach von A, В und den imaginären Kreispunkten abgesehen 
wieder vier Schnittpunkte, die in Bezug auf AB paarweise 
symmetrisch liegen. Die Elimination von æ? + y? liefert nach 
einfacher Rechnung für die Abscissen dieser Schnittpunkte die 
Gleichung 


X4 = 


€ — Aa = 


(2c (n? — 2а?) х + n? (n? — 2c2)] 
- {2 (n? — a? — b?) x — e(n? — 202)) = 0. 
Der erste Factor giebt gleich Null gesetzt wieder den Werth 
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2 = x, und damit die bereits bekannten Doppelpunkte C, und 
D,; dagegen entspricht dem zweiten Factor ein neues Paar von 
Doppelpunkten C}, D, mit der Abscisse 
Pat Sm — 29) ое 
’ 72m — ar — b) — 2 (c? — а?) 

Da jeder der vierfachen Punkte A und B für sechs Doppel- 
punkte zählt, so haben wir mit Einschluss der imaginären Kreis- 
punkte bis jetzt im Ganzen 20 Doppelpunkte der Polcurve er- 
mittelt. Nun besitzt eine Curve achter Ordnung nie mehr als 
21 Doppelpunkte; diese Anzahl kann aber bei der Curve p nicht 
erreicht werden, weil p in Bezug auf AB symmetrisch ist. Wir 
kennen also bereits sämmtliche Doppelpunkte von р und ge- 
langen somit zu dem Satz: Die Polcurve hat ausser den 
imaginären Kreispunkten und den vierfachen Punkten 
A und B im Allgemeinen noch sechs (reelle oder imagi- 
näre) Doppelpunkte, die in Bezug auf AB symmetrisch 
liegen. Sie ist also vom Geschlecht eins. 

Fig. 6 zeigt die Polcurve p für den in Fig. 1 bis 5 dar- 
gestellten Schwingkurbelmechanismus. 


Specielle Fälle I. Ist a? + b? = с* + d’, d. h. stehen die Diago- 
nalen des Gelenkvierecks 48 BA für jede Koppellage auf einander senk- 
recht, so wird 2, = 0, z, = c und y, = y, = 0; die Panktpaare C,, D, 
und C, D, fallen also bezw. zusammen mit A und В. In diesem Falle 
sind die durch Fig. 4 und 5 bestimmten Tangenten von p mit einander 
identisch; die Polcurve hat folglich in A und В je zweimal einen Selbst- 
berührungspunkt. 

П. Für 4° = а Lë Le ist gleichfalls z, = 0, 2, = c, aber 

e ge 
у = + a" Ng eei баг 

ПІ. Ist а? + 4° = м Le so wird z, = ©, y, = o und 2, = c, 
уз = 0. Die Polcurve hat also ausser den imaginären Kreispunkten nicht 
mehr vier verschiedene unendlich ferne Punkte, sondern zwei unendlich 
ferne Doppelpunkte C,, D,, und die durch Fig. 2 und 3 bestimmten 
Asymptotenrichtungen fallen zusammen.  Ueberdies vereinigen sich die 
Doppelpunkte С, und D, mit dem vierfachen Punkte В, so dass р ап 
dieser Stelle (nicht aber in A) zweimal einen Selbstberührungspunkt. be- 
sitzt. — Das Analoge gilt im Falle a? + e = b + d*. 

IV. Für c = d wird 2, = о, und die Doppelpunkte C,, D, fallen 
mit den imaginären Kreispunkten zusammen, die dadurch den Charakter 
von Selbstberührungspunkten annehmen. (Vergl die Bemerkung am 
Schlusse des Art. 3.) 

У. Soll x, = x, sein, so ergiebt sich durch Einsetzen der für x, und 

Festschrift, 4 
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€ — х, gefundenen Werthe in die Gleichung æ, + (с — x) = с sofort 
die Bedingung 
— п? (п? — 2c?) (п? — a? — b’) = е (п? — 2a?) (п? — 20?) 
oder 
"+ ++) — 4а ib? е = 0 

oder 

а (a* + b* + c — d* — 4a* b? e? — Q. 
Dann ist aber auch x, = £, d. В. die drei Paare von Doppelpunkten 
C, Di; C, Da; Co, D, vereinigen sich zu einem Paar dreifacher 
Punkte C, D der Curve p. Aus der letzten rie. folgt 


rar MU. 0 - =) 


а a 
. oder, wenn X 7 608 0, т = 608 В, — = cos у gesetzt wird, 
+ cos y = — (cos а cos В+ sin « SE B) = — cos(« + В). 


Verstehen wir also unter «, В, у irgend drei Winkel, deren Summe 
180° beträgt, und unter d eine beliebige Strecke, und bilden wir das 
Gelenkviereck AB В А aus den Seiten a = d cos «, b — d cos B, c— cosy 
und d, so hat die zugehórige Polcurve p zwei dreifache Punkte C 
und D; jeder von beiden beschreibt also eine Koppeleurve mit drei 
Spitzen. — Berechnen wir für den Punkt C aus Gleichung (8) die Werthe 
von r und s, so finden wir leicht 

sin а sin В 
qe 00 QI Tm 
sin у sin y 


Wir erhalten demnach C, indem wir die Winkel « und В bezw. in 
В und A an die Koppelstrecke antragen !). 

7. Ausartungen der Polcurve in speciellen Fällen 
des Kurbelmechanismus. Wir beginnen mit der Betrachtung 
des durchschlagenden Kurbelmechanismus, setzen also 
voraus, im Gelenkviereck ABBA sei die Summe zweier Glieder 
gleich der Summe der beiden anderen Glieder. Dabei haben 
wir zu unterscheiden, ob die einander gleichen Summen von je 
zwei gegenüberliegenden oder von je zwei benachbarten Gliedern 
gebildet werden. 

І Ist a+ b = c+ d, also a? + b + с di 
— 2(— ab + ас + be), so gehen die Gleichungen (1) bis (4) 
über in 
(r + s -- e) [ (67? ++ as? — abc) — (a + b) rs 4 b(a — air 

+ a(b — с) $} = 0 


1) In anderer Weise von Cayley gefunden. On three-bar motion, 
Proceedings of the London Mathematical Society VII, р. 141. 


4* 
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(—r +s+ с) ((br? + as? — абе) + (a + b) rs — 6 (а — ог 
+ a(b — с); | = 0 
(r — s + e) (br? + as? — abc) + (a + b) vs + b (a — c)r 
— a(b — с); | = 0 
(—r—s--oc)((br? + as? — abc) — (a + b)rs — b (a — от 
— a(b — 0)s) = 0. 
Bilden wir nun wieder die Gleichung der Polcurve durch 
Multiplication dieser vier Gleichungen, so wird das Product 


+s +A rts +9 —s-+ EE o) 
= (72 a 82)? PR 2 c? (r? — 82) + ct — — 4c292; 

die Polcurve zerfällt also in die doppelt zählende Ge- 
rade AB und eine Curve sechster Ordnung p. Diese hat 
wiederum Spitzen in den imaginären Kreispunkten und ausser- 
dem zwei unendlich ferne Punkte, die durch Fig. 3 bestimmt 
sind. Die Punkte A und B sind Doppelpunkte von p; die zu- 
gehörigen Tangenten liefert Fig. 4. Ueberdies schneidet p die 
Gerade А В noch in zwei Punkten, den beiden Polen der Durch- 
schlagslage des Gelenkvierecks 1). Da die Curve p ausser A und 
В und den imaginären Kreispunkten noch die sechs mit C, bis 
D, bezeichneten Doppelpunkte besitzt, so ist sie vom Geschlecht 
Null. Nun ist bekanntlich die Koppelcurve, die irgend ein 
Punkt der Koppelebene beschreibt, eine tricirculare Curve 
sechster Ordnung, die im Allgemeinen drei, im gegenwärtig vor- 
liegenden Sonderfalle aber vier Doppelpunkte hat, also bezw. 
vom Geschlecht Eins oder Null. Hieraus ergiebt sich, dass die 
Polcurve р in beiden Fällen von gleichem Geschlecht 
ist, wie die Koppelcurven, die zu dem jeweilig be- 
trachteten Kurbelmechanismus gehören. 

П. Sei ferner die Summe zweier benachbarten Glieder gleich 
der Summe der beiden anderen Glieder, z. B. a + d = b + с. 
Dann wird der Ausdruck a? + b? + 2 — d? — 2 (ab + ae — bc), 
und dieser Werth geht aus dem unter I. gefundenen hervor durch 
Vertauschung von b mit — b. Nun enthält die Gleichung (5) 
der Polcurve die Gliedlànge d nur in der Verbindung а? + b? 
+ с? — d? und im Uebrigen nur gerade Potenzen von b; wir 


!) Vergl. Burmester, Kinematik I, S. 113, sowie Fig. 334. 
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schliessen hieraus, dass in den beiden mit I. und II. bezeichneten 
Fällen die Gleichungen der Polcurve sich nur durch die ent- 
‚gegengesetzten Vorzeichen der Fig. 7. 

Gliedlànge b unterscheiden 
werden. Der Fall II. bedarf 
daher keiner besonderen Unter- 
suchung. 


8. Wenn im Falle 1. a —d 
und b = c ist, so erhalten 
wir einen gleichschenkligen 
Kurbelmechanismus(Fig.7). 
Dann zerfällt bekanntlich jede der Koppölkürves in eine gewisse 
Curve vierter Ordnung und einen Kreis!), und auch die Polcurve 
erleidet eine weitere Ausartung. Gleichung (1) verwandelt sich 
nämlich gegenwärtig in 

(r + s + b)(—r + s + b)(as — br — ab) = 0, 
= mithin spaltet sich die Polcurve in die vierfach zählende Gerade 
AB und eine Curve vierter Ordnung p mit der Gleichung 


(as-br-ab)(-as-br-ab)(as+br-ab)(-as + br — ab) = 0 
oder 


(аз eg — b2(r + aj] {a2s2 — ba (r — ag] = 0. . (9) 


Setzen wir hier s? — b? + r2 — 2br cos p, wobei Фф den 
Winkel BAY bedeutet, so ergiebt sich die Gleichung von p in 
der Form 


2a2b 2 a b? 
kt CERE GE 


d. h. p ist eine Pascal'sche Сигуе?). In der That, machen 
wir in Fig. 8 auf A B die Strecke AA = Д А — a und be- 
zeichnen mit %, den vierten harmonischen Punkt zu B, 45, A, 
mit Po den vierten harmonischen Punkt zu В, 4°, A, mit O den 


р 2ab 2ab 
Mittelpunkt von o PP, so wird AP, = SE AP = m 
2a? b 9 а 2 j 
folglich AO = Api und OP? = — 5% = y jii wir 


*) Хеге]. Burmester, Kinematik I, S. 331. — *) Roberts, a.a. 0., S. 94. 
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erhalten daher p, indem wir über AO als Durchmesser den 
Kreis f beschreiben und auf den durch A gehenden Strahlen 
von ihren Schnittpunkten mit f aus die Strecke © än beiderseits 
abtragen. — Der Punkt A ist ein Doppelpunkt von p. Wie sich 


Fig. 8. 
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aus Fig. 4 ergiebt, gehen seine Tangenten durch die Schnitt- 
punkte des um A mit dem Radius a beschriebenen Kreises und 
der Geraden |, die in В auf AB senkrecht steht. Die imagi- 
nären Kreispunkte sind wiederum Spitzen von p; die zugehörigen 
Tangenten schneiden sich im Mittelpunkte F von f, denn dieser 
theilt 4 В im Verhältniss a?:5? (Art. 3). Die Curve р ist hier- 
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nach von der vierten Classe. Durch jeden der imaginären Kreis- 
punkte geht folglich nur noch je eine Tangente, und diese 
Tangenten treffen sich sin B. Für s? = 0 folgt nämlich aus 
Gleichung (9) 

(72 — a2)? = 0, 


d. h. die Geraden s? — 0 sind Tangenten von p (Art. 5). 


9. Ist a — b und с = d, so geht Gleichung (1) über in 
ar — s + с) (г— s — в (и + s + а) = 0; 
die Polcurve zerfällt also in die vierfach zählende Gerade AB, 
die doppelt zählende unendlich ferne Gerade und die Curve 


("5 а) (r—s-4- a) (—r--s4-a) —r—s--a)—0, (11) 
d. h. einen Kegelschnitt p, der А und В zu Brennpunkten und 
die Gliedlänge a zur Hauptachse hat. Das Gelenkviereck АВВ А 
liefert gegenwärtig einen Parallelkurbelmechanismus, der 
in einer der beiden Durchschlagslagen in einen Zwillings- 
kurbelmechanismus übergehen kann. lm ersten Fall ist die 
Polcurve die unendlich ferne Gerade, und jeder Koppelpunkt 
bewegt sich auf einem Kreise vom Radius a; im zweiten Fall 
ergiebt sich als Polcurve der Kegelschnitt p, und die einzelnen 
Punkte der Koppelebene beschreiben Curven vierter Ordnung !). 


10. Zu weiteren Sonderfällen gelangen wir durch die An- 
nahme, in dem betrachteten Gelenkviereck seien zwei benach- 
barte Glieder, z. В. b und d, unendlich gross. Diese Sonderfälle 
sind zuerst von Roberts behandelt worden?) und wir erhalten 
die betreffenden Resultate ohne Weiteres aus den vorstehend 
entwickelten allgemeinen Formeln der Artikel 2 bis 6, indem wir 
dort b = о, d = œ und d — b gleich irgend einer endlichen 
Lünge setzen. 


П. Die Flachpunktcurve n. 


11. Wir verstehen wie bisher unter 4B BA einen beliebigen 
Kurbelmechanismus mit den Gliedlängen AA — а, ВВ = b, 
АВ = с, АВ = а (Fig. 9). Für die augenblicklich betrachtete 


1) Burmester, Kinematik I, S. 302. — ?) A. a. 0., S. 312 und 314. 
Vergl auch „über die Gestaltung der Koppelcurven ete.“, a. а. O., S. 15. 
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Koppellage AB, die AB in $ schneidet, sei ® der Pol, t die 
gemeinsame Tangente von Polbahn und Polcurve, W der Wende- 
pol und К der Ball’sche Punkt, also 2 {Ф А = 2 BY, 


Fig. 9 


2 BPH =«, 2 Афӯ = В, 2 9А = у, 2 BOA = 0, 
Z t K = x; dann dienen zur Bestimmung der Punkte W und 
К die an anderer Stelle!) abgeleiteten Gleichungen 


DW 1 t und УК | ФК. Wir setzen weiter $ = ^. 


oy = 8%у8%0 | " 
TUE sin o sin В sin (0 — у) (12) 
tana tan E 
tanq = — MA CORNER Lp URS 


Bezeichnen wir wieder die Strecken AP und BB bezw. mit 
r und s und ferner AK mit r, BK mit s', so folgt aus dem 
Dreieck АЗК 
| r2? = r° + BK? — 2r. BK cos (х — a). 
Nun ist ; 
Lt X ELT 
sin(B +7) 
und BK — P W sing; schreiben wir also zur Abkürzung tan « 
= х, lan В = 4, tan y == u, tan à = v, so finden wir mit Rück- 
sicht auf (12) und (13) nach einfacher Rechnung 


1) Beiträge zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, а. a. O., S. 258 
und 259. 
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na PU Ha + Gag и) 
= (A d и)? (и — yp (x? À2 + v2) 


(14) 
und analog 


ni. TET I С MINEMA E S 
Uo и Е — 970015 и) ыы 


Aus der Figur ergiebt sich weiter 


sin В sin (д — у) sin œ sin (0 — y) 
sin (B+ y) sin (B +ò sin (e у) sin (u 9) 
i2 sinysin(B—o) — ez? sin д зт (В — о) — 
~ sin(aty)sin(B+y) ^  sin(«+6)sin(ß +ò)’ 
es ist also 
а? =) 4? (1 + 42) (и — v? рз — рз x? (1 x2) (и — v)? 


— D ==} 


a= h 


(44-0)? (2)? («E a)? (x + vy? 
2 — An BU Би?) (0—4) ay — pa bv) AR 
OM er Te C77 SE ai 


Die Elimination von h, x, A, u, v zwischen (14), (15) und 
den vier Gleichungen (16) würde zu einer Gleichung zwischen 
а, b, с, d, Y' und s' führen, die für die Ball'schen Punkte aller 
Koppellagen gilt, d. В. zur Gleichung der Flachpunktcurve u 
der Koppelebene. Wesentlich einfacher gestaltet sich aber die 
Ableitung dieser Gleichung bei dem speciellen Kurbelmechanis- 
mus, zu dem wir nunmehr übergehen. 


12. Der Zwillingskurbelmechanismus. In Fig. 10 ist 
ABBA ein Antiparallelogramm, also AA = BB = а, 
АБ = АВ = с. Unter Beibehaltung der früher eingeführten 


Bezeichnungen wird t identisch mit 3? und В = — &, y = — 0; 
die Gleichungen (12) und (13) gehen daher über in 
А h tan à 
pm 2 sin? о 
und 
tan x es tan? о e 
tan à 


Verstehen wir also unter © den Schnittpunkt von W K mit 


PH, so folgt 
h 


PS = % W tany = "ein. 
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Hieraus ergiebt sich für die Construction des Ball’schen 
Punktes K die einfache Regel: Man ziehe durch 9 zu BB eine 
Parallele, die АВ іп €, AA in R schneidet, errichte in R zu 
AA ein Loth und bestimme seinen Schnittpunkt © mit ф 9; 
dann ist К der Fusspunkt des Lothes von © auf $39. Bedeutet 
nämlich € den Schnittpunkt von PH und AB, so ist 


TL HT AT cot Ó tan? а 
es = tann = 


tan 2 VO = “ = АЗ oota 5T dan A 


ST PT 


also 2 LHH = y. — Die Gerade PK geht auch durch den 
Schnittpunkt von BA mit der Parallelen durch 9 zu AA. 
Aus den Kreisvierecken ARST und 8 K & folgt 
OË WK = PT. PS = PL. PAK; 
mithin ist auch ARKX ein Kreisviereck, also 2 K A 
— Z К®У = Z КФ В. Ebenso zeigt man, dass 2 ВК 
= L АЗ К ist; demnachistauch 2 А Ке = Z КВ — 2 AY Б. 
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4. h. die Normale der Bahncurve des Punktes К halbirt den 
Winkel АКВ.  Hieraus folgt eine zweite Construction des 
Punktes К: Man ziehe AB und BU | ЗА, sowie BU und 
BB | PL und fälle von $ auf UB ein Loth; dieses trifft UB 
in K. Da nämlich die Punkte %, 3, 4, К ein Kreisviereck 
bilden, so ist 2 АК — 2 ABB = 2 ABB ete. 

Wenn in der Koppelebene die Polcurve p bereits gezeichnet 
vorliegt, so liefert die letzte Construction zu jedem Punkte Ф 
von p den entsprechenden Punkt К der Flachpunktcurve u, 
und zwar ohne Benutzung der zugehörigen Lage des Gliedes AB. 
Die hiernach zwischen den Curven р und и bestehende Ве- 
ziehung führt nun in einfachster Weise zur Gleichung von w. 
Es ist nämlich Z АЗК ^ ABBK, mithin 


AK 2E 

43 — BP 
und 

DK BE: 

A3 BE 
folglich 

AK: BE 

AY BY 


oder mit Anwendung der früher gebrauchten Bezeichnungen 
| gut ces О Ee 
Aus den Dreiecken А КВ und АФ B folgt ferner 


12 12 2 

e r s2 — ce 

6054 АКВ = - 2 
dei 


und 
r? 52 — ce? 
ars ; 


Nun ist aber 2 AK B — 2.2 АЗ В, also 


y'2 + ei? — 108 A (72 + s? — 62)? 1 
2 r' s' Еф 2728? 


cos 2 ABB = 


oder nach (17) 
г’ 8' (272 + 2 82 — c?) — 1252 — 0. 


Dabei genügen r und $ der Gleichung (11) der Polcurve р, 
die wir auch schreiben können 
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(r? — s)? — 2a? + s?) + at = 0. 


Bringen wir mit Hülfe von (17) die beiden letzten Gleichungen 
auf die Form 


(2) —2 +5) 7 +e=0 
und 
(r gha (5) паи +a=0, 


i ; а E p 
so ergiebt sich durch Elimination von я 


4 а? (a? — c?) (т + s"? {(r! — s')5 — 12) + (e? (re! — SP — а}? = 0; 
mithin lautet die vollständige Gleichung der Flachpunktcurve 


[4a (a? — if iii — 8) — аа} (e — s — an] 
[аз (a2 — c?) (rt — s'y? 1087) — a2) + let + am — a*]2] = 0, (18) 


oder, wenn zur Abkürzung vii + s? — V, y? — s'? — W ge- 
setzt wird, 
16 at (а? — c2? W2 (W2 — 2a? V + а) 
+ 8 а? (a? — c?) {с И? (2 V» — И?) — a? V (4 V» — 8 И?) 
— 2a* c? V И? + 2aec?(2 V» — У?) + аз W? — ао V) 
-CF(eWs-—2aecV--a9)9-—0.. ... (19) 
Bezeichnen wir mit 0 den Mittelpunkt von АБ, mit x und y 
die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes K für 0 als Anfangs- 


punkt und 0 А als positive z-Achse, so wird di — (2—2); +y’, 


s2 — E + 2] + y?, also V = 2 (x2 + y?) + a W=—2ew,. 


Durch Einführung dieser Werthe verwandelt sich (19) in eine 
Gleichung sechsten Grades, welche nur gerade Potenzen von x 
und y enthält, und zwar ist das Glied sechsten Grades, von einem 
constanten Factor abgesehen, gleich (x? + y2)? { (с? — a2) x? — a? 42). 
Die Flachpunktcurve ist also eine in Bezug auf die gewählten 
Coordinatenachsen symmetrische bicirculare Curve sechster 
Ordnung. Ihre Asymptoten 


(c3 HON. a?) e KA a? у? — 0 


sind identisch mit den Asymptoten eines Kegelschnittes, der A 
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und В zu Brennpunkten und a zur Hauptachse hat, d. h. der 
Poleurve p. In Fig. 11, welche für das in Fig. 10 gezeichnete 
Gelenkviereck die Curven р und и darstellt, ist c > a, also р 
eine Hyperbel. 
Verstehen wir unter $, und %, die Schnittpunkte von р 
mit dem Halbkreis über dem Durchmesser А В, unter К, und 
К, die entsprechenden Punkte von 4, so folgt aus der vorhin 
abgeleiteten zweiten 
Construction des 
Ball’schen Punktes 
sofort, dass K, und K, 
mit den Fusspunkten 
der Lothe zusammen- 
fallen, die von ®, und 
Q3, auf AB gefällt 
werden. Nun ent- 
sprechen A, und А, 
aber auch denjenigen 
Punkten von p, die zu $, und $, in Bezug auf А В symmetrisch 
liegen; sie sind also Doppelpunkte von 4. Die Gerade AB 
schneidet w überdies in denjenigen Punkten X, und Ко, die den 
auf ihr liegenden Scheiteln P, und P? von р entsprechen. Nach 


(17) ist 
AR, ИЖ: 
BK, (ag. ) 
bedeutet demnach ©, den vierten harmonischen Punkt zu A, 
D, o, also den Krümmungsmittelpunkt von p für den Scheitel 
Po, so ist K, der Mittelpunkt von o Do. 
Setzen wir in (18) »' — 0, so ergiebt sich 


((2a2 — c?) s'2 ies аё |4 — 0. 


Von den beiden Geraden, die den Punkt А mit den imagi- 
nüren Kreispunkten verbinden, hat folglich jede mit и vier zu- 
sammenfallende Punkte gemein; die Punkte А und В sind also 
singuläre Brennpunkte von u. — Durch das in Artikel 3 an- 
gewendete Verfahren finden wir ferner, dass die Curve и zwei Focal- 
centra hat, und zwar auf A B oder auf der Mittelsenkrechten 
dieser Strecke, je nachdem с2> а ist. Ihr Abstand vom Punkte 0 
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ist im ersten Falle 

р er, >| Bue nns 
I атана ag ‚im zweiten = + n M 091. . 
yo — а? Васа? — с? 

Die Curven р und и berühren sich nur in den beiden unend- 
lich fernen Punkten von p; denn setzen wir in Gleichung (18) 
r' — $' — а, also r $' = 2r' — a, so folgt 

(а? с? — а*)?. [4 at (а? — c?) ((2r' — a)? — a?) 
+ (e2(27' — а)? — at} | = 0 

oder 


64 (21' — a)* + 2a* (2 а? — 362) (2r' — a)? + а (46? — 3a?) = 0. 


Wir erhalten also vier verschiedene Werthe von r’ und mit- 
hin vier verschiedene Paare von Schnittpunkten der Curven p und w. 


13. Der  gleichschenklige Kurbelmechanismus. 
Wir betrachten einen zweiten Sonderfall des in Fig. 9 dar- 
gestellten Mechanismus, indem wir annehmen, es sei AB — AA — а, 
AB —BB = b(Fig. 7). Dann ist у = о, д = f, mithin nach 
Gleichung (13) x = 1809 — о, d. В. 2 ВЗК = 180? — (о + В). 
Ziehen wir daher BG || AB bis AB, soist 2 ВФК — 633 B. 
Gleichung (12) verwandelt sich gegenwärtig in 


h 
RE sin (B — ell 

folglich wird 

Ta AR Eso EE, 

Е И аР еа 
d. В. 
der Punkt К liegt also symmetrisch zu © in Bezug auf BẸ. 
Hieraus folgt weiter, dass die Dreiecke ВЗК und ВАЗ ein- 


ander ähnlich sind; mithin ist 


BEN AI 
EC us c a 
Gebrauchen wir nun wieder die е BR RE? 


ВК = s' und setzen überdies 2 BBA = 9, д КВА a, 
so finden wir, dass entsprechende Punkte % und К der Curven p 
und и durch die Gleichungen mit einander verknüpft sind 
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$—2.9.—28... . . ... .(930) 


Betrachten wir endlich die Strecken BB und B K bezw. als 
die geometrischen Bilder der complexen Grössen 
z= а бу = зе, ai ss +iy = da, 
so kónnen wir das soeben erhaltene Resultat auch in folgender 
Weise aussprechen: Die Flachpunktcurve w entsteht aus 
der Poleurve p durch conforme Abbildung der Koppel- 


ebene auf sich selbst mittelst der Function 
2! m Lon 


b 


Die Eigenschaften der Curve w ergeben sich demnach ohne 
Weiteres aus den in Artikel 8 ermittelten Eigenschaften der 
Curve p. — Spalten wir die letzte Gleichung in 


Eee ow ДА) 
und 
Qa BM ль xis Ва) 


und bezeichnen mit E die ursprüngliche, mit E' die transformirte 
Koppelebene, so erhalten wir zwischen E’ und E die folgende 
ein-vierdeutige Beziehung: Einem reellen Punkte U’ (2, у’) 
von Е’ entsprechen in E zwei reelle Punkte C, C, und zwei 
conjugirt imaginäre C», C}, nämlich die vier Schnittpunkte der 
durch die Gleichungen (21) und (22) dargestellten Hyperbeln; 
sind s’, 9’ die Polarcoordinaten von С’ so folgt für C und С, 
Web Sus Ys, =, 9, =я + 2 

und für C,, C, | 
Nr л DN Зл LA 
$, = 83 = i $', 94 — Ч Dg = xL d: 


Ist C' unendlich fern, so wird C, identisch mit C (s: CH *=5); 

ebenso vereinigen sich C, und C, zu einem reellen unendlich 
| | 

fernen Punkte (s. = 5 d 2) Dem Punkte A der Ebene E' 


ist in E ein Punktquadrupel zugeordnet, dessen einer Punkt mit 
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A zusammenfällt; dagegen sind В und die imaginären Kreis- 
punkte / und J drei selbstentsprechende Punkte von E' und E 
insofern, als für jeden dieser Punkte das ganze zugeordnete 
Quadrupel mit ihm selbst identisch ist. — Einer in E’ beliebig 
angenommenen Geraden 0’ entspricht in E eine Hyperbel g; 
den acht Schnittpunkten von 9 und р sind also in Е’ ebenso 
viele Schnittpunkte von g’ und и zugeordnet, 4. h. die Curve u 
ist von der achten Ordnung. Geht aber g’ durch einen der 
drei selbstentsprechenden Punkte B, I, J, so zerfällt g in zwei 
Geraden, die sich in demselben Punkte schneiden. Es entsprechen 
2. В. der Geraden C'I die Geraden СТ und С,Т, von denen 
die eine den Punkt C,, die andere den Punkt C, enthält. Nun 
zählt der Punkt / doppelt unter den Schnittpunkten von p mit 
CI und C,I; folglich hat u mit C'I in I vier zusammen- 
fallende Punkte gemein, d. h. die imaginären Kreispunkte sind 
vierfache Punkte von 4. Da ferner р in I eine Spitze mit 
der Tangente ГК besitzt, so fallen die vier Tangenten von и 
in / mit der Geraden nach dem Punkte F’ zusammen, der in E’ 
dem Punkte F der Fig. 8 entspricht, und F’ ist demnach das 
einzige Focalcentrum von u. — Die Gerade BI entspricht 
sich selbst bei der Transformation von Е in E'; der Punkt В 
ist folglich ein Brennpunkt von « von der besonderen Be- 
schaffenheit, dass jede der Geraden, die ihn mit einem der beiden 
imaginären Kreispunkte verbindet, ausserdem noch vier zusammen- 
fallende Punkte mit и gemein hat. 

Schneidet p die Gerade [ der Fig. 8 in den Punktpaaren 
G, а, und H, H. so entspricht jedem von ihnen in Е’ ein 
einziger Punkt G' bezw. H' der Geraden AB, also jedesmal ein 
Doppelpunkt von и. Ein dritter Doppelpunkt von w ist der 
Punkt А, den E und Е’ entsprechend gemein haben. — Da die 
Abbildung, die p in w überführt, eine conforme ist, so folgt 
weiter, dass die Tangenten in je zwei entsprechenden Punkten 
von p und и mit den von В nach diesen Punkten gehenden 
Strahlen gleiche Winkel bilden. Die Curven p und w berühren 
sich daher in ihrem gemeinsamen Doppelpunkte A. 

Um noch die Krümmung in entsprechenden Curvenpunkten 
zu untersuchen, bezeichnen wir zunächst ganz allgemein mit / 
und А’ irgend zwei entsprechende Curven von E und Е’, mit 
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Р, Q, В drei unendlich benachbarte Punkte von k, mit P', Q', R' 
die zugeordneten Punkte von / und setzen ВР = s, BP = s', 
L PBASE A RBA =P LIDL AI E KERT ed, 
FO uda EN ПО, ZUR ВО Fe Fig. 12. 


LER ELF, Ровер ad 
—.o' (Fig. 12). Nach einer vorhin gemachten qu 
Bemerkung bildet das Curvenelement Р’ O mit а 


B P' denselben Winkel wie P mit BP, und $i! 
das Analoge gilt von den Elementen Q'E' und QR «|; 
: ! 


Q В; mithin ist Boe 
| dv — d? — ат — 49. TM 
Aus (20) folgt aber 4 2 
däi = 24%, 
also wird 
| ат = ат + d 9. 
Ferner ergiebt sich aus den Dreiecken В РО und BP'Q 
sd 8 
б — = 
sina 
‚ und 
1 U I 
do — — . 
sin o 
Nun ist 


о 49” — o + d$, 
also 
o = о — 49; 
hieraus folgt 


PER 1. ua 
» 


Verstehen wir jetzt unter о und о’ bezw. die Krümmungs- 
radien von 5 und / in P und P', so erhalten wir 


ds 
e 
und 
т s dcr--d9 5-1 sin o 
> + 
o 8 
9 82 0 
== 9 НЕ SE — | >e 
z s + ọsin w ^ b s--osino me 
Festschrift. 5 
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Dabei bedeutet c den Winkel, den die Tangente von k in 
P mit BP einschliesst. — Wir wenden die gefundene Formel 
an auf den sich selbst entsprechenden Punkt A der Curven р 


und и. Für r = 0 und cos 9 = : folgt aus Gleichung (10) 


BN LOVE TS 
es Va2—b2 sing’ 


die beiden Krümmungsmittelpunkte des Punktes A der Polcurve 
liegen daher auf der Geraden I. Demnach wird о зто == b, 
und da auch $ — b ist, so geht Gleichung (23) über in ọ' — 0; 
а. h. die Curven p und u osculiren einander in ihrem 
gemeinsamen Doppelpunkte A. Dieser zählt also achtfach 
unter den 32 Schnittpunkten von р und и, und dasselbe gilt von 
jedem der imaginären Kreispunkte. Die übrigen acht Schnitt- 
punkte sind in Fig. 8 imaginär. 


Ш. Die Uebergangscurve 9. 


14. In Fig. 13 ist ABBA wieder ein beliebiger Kurbel- 
mechanismus; für die gezeichnete Koppellage A В sollen die- 
jenigen Punkte der Koppelebene bestimmt werden, die augen- 
blicklich einen Selbstberührungspunkt ihrer Bahn durchschreiten. 

Angenommen, der Punkt Q genüge der gestellten Aufgabe, 
so existirt eine zweite Koppellage A’ В’, für welche er sich wieder 
an der mit Q bezeichneten Stelle befindet, es ist also AA Ru 
~ 4 A'B'Q. Die Geradenpaare AA, BB und 4 4, В В 
schneiden sich bezw. in den Polen % und %' der betrachteten 
Koppellagen; mithin sind % Q und %' die Normalen der Bahn- 
curve des Punktes Q, und da diese Curve in Q einen Selbst- 
berührungspunkt haben soll, so liegen die Punkte $, 3 und Q 
auf einer Geraden. Die sechs Geraden von A und B nach 
P, 3 Q sind entsprechende Strahlen zweier perspectiven Strahlen- 
büschel; dabei halbiren 4 Q und ВО bezw. die Winkel R'A $ 
und PBP. Der vierte harmonische Strahl zu AB, AP und 
AQ ist daher senkrecht zu 44; ihm entspricht im anderen 
Büschel das Loth in В zu ВО, und die beiden Lothe schneiden 
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sich auf PP’ im vierten harmonischen Punkte © zu $, $ und Q. 
Die Punkte A, В, 9, O liegen also auf einem Kreise, dessen 
Mittelpunkt sich auf BW befindet. Markiren wir nun auf jedem 


der durch A und B gelegten Kreise die beiden Endpunkte des 

nach ® gehenden Durchmessers, so erhalten wir bekanntlich eine 

specielle circulare Curve dritter Ordnung 9, die als Focalcurve 
5* 
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bezeichnet wird 1). Diese Focalcurve g, die 33 zum Focalcentrum 
und A und B zu Grundpunkten hat, ist demnach der erste 
geometrische Ort des gesuchten Punktes (0. Sie ist, wie nur 
beilàufig bemerkt sei, stets zweitheilig, weil ihre Grundpunkte 
reell sind. 

Aus der Gleichheit der Winkel А 0 А' und BOB" folgt 
ferner, dass 2 AVA = 2 BOB und folglich 2 AQB 
— 2 AQB ist, und diese Beziehung gilt bekanntlich für alle 
Punkte der Koppelebene, die sich augenblicklich überhaupt in 
einem Doppelpunkte ihrer Bahn befinden. Der Punkt Q liegt 
daher auf einer zweiten Focalcurve f, dem Ort der Brennpunkte 
aller Kegelschnitte, welche die Seiten des Vierecks 4B BA be- 
rühren. Die Curve f geht durch A, B, В, A, ® und durch den 
Schnittpunkt $ von AB und AB. Ihr Focalcentrum ist der 
Schnittpunkt F der den Dreiecken $ ИВ, BAB, HAA und 
УВВ umgeschriebenen Kreise, und ihre Mittellinie geht durch 
die Mittelpunkte der Strecken A B, BA und Do Da die Punkt- 
раате A, В; B, A; $, $ aus jedem Punkte von f, also z. B. auch 
aus %, durch eine symmetrische Involution projicirt werden, so 
bildet die Tangente der Curve in P mit BB denselben Winkel 
wie BA mit BG; sie fällt demnach zusammen mit der Tangente 
der Polcurve р. 

Die Curven g und f haben ausser $, A, B und den imaginären 
Kreispunkten noch vier Punkte mit einander gemein; für jede 
Koppellage giebt es also im Allgemeinen vier System- 
punkte, die sich augenblicklich in einem Selbst- 
berührungspunkte ihrer Bahn befinden. — In Fig. 13 
schneiden sich ф und f in vier reellen Punkten Q, R, S, T. 
Die Figur zeigt die Bahncurve des Punktes 0. 


15. Betrachten wir die Seite АВ des gegebenen Gelenk- 
vierecks als fest und zeichnen die Strecke AB in einer Reihe 
neuer Lagen 4, В,, AB ..., so erhalten wir durch Wieder- 
holung der eben ausgeführten Construction die Focalcurven g, 


!) Vergl. Schröter, Ueber eine besondere Curve dritter Ordnung, 
Math. Annalen V, S. 50, sowie Durége, Ueber die Curve dritter Ordnung, 
welehe den geometrischen Ort der Brennpunkte einer Kegelschnittschar 
bildet, daselbst, S. 83. 
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und f, 9, und fy... bezw. mit den Schnittpunkten @,, А, 
S, 1; О. Ray Ba, Ta ..., und dann ergiebt sich als Ort dieser 
sämmtlichen Punktguadrupel die Uebergangscurve 9. 

Im Focalcentrum F der Curve f schneiden sich die durch 
9, A, А und $, B, B gelegten Kreise; es ist also 2 AAF 
= 4 АЕ = 4 ВВЕ und Z АГА = 449A = LBEB, 
d.h AFAA ~ 4 F BB, mithin 


EA. oua 

PB ВВ 
Dasselbe gilt auch von den Focalcentren F}, F,... der 
Curven f, №... Diese Focalcentra erfüllen daher den Kreis, 


der die Strecke А В innen und aussen im Verhältniss А И: В В 
theilt, und dessen Mittelpunkt auf А В liegt. 

Da die Bahncurve des Punktes Q in ihrem Selbstberührungs- 
punkte zwei unendlich benachbarte Doppelpunkte besitzt, so geht 
durch Q auch die zu f unendlich benachbarte Curve der Schar 
fa fin №... Die Curven f, fi, fa... umhüllen daher einerseits 
die Uebergangscurve q, andererseits die Polcurve р. 

Nach früheren Darlegungen 1) ist q eine Curve zehnter 
Ordnung mit Doppelpunkten in А und В und vierfachen Punkten 
in den imaginären Kreispunkten. Ausser den vier eben genannten 
singulären Punkten haben die Curven p und 4 noch 36 Punkte, 
darunter 12 Berührungspunkte, mit einander gemein?) — Von 
den 30 Schnittpunkten der Curven q und f entfallen je vier auf 
die imaginären Kreispunkte und je zwei auf die Punkte A, B, 
Q, В, S, T. Die übrig bleibenden zehn Schnittpunkte sind solche 
Punkte der Koppelebene, die sich augenblicklich in einem ge- 
wöhnlichen Knotenpunkte ihrer Bahn befinden, und deren Bahn- 
curven in ihrem weiteren Verlauf noch einen Selbstberührungs- 
punkt aufweisen. 


') Ueber die Doppelpunkte der Koppelcurve, а. a. O. S. 303 u. 372. — 
*) Beitráge zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, a. a. O. S. 271. 


http://rcin.org.pl 


